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rodzaje i metody kompresji

miary kompresji

autoinformacja (jednostki)

entropia (dla modelu probabilistycznego)
kodowanie jednoznaczne, kody prefiksowe
kodowanie Huffmana (statyczne)
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Definicja problemu

Jak kodowacé liczby naturalne?

Szukamy sposobu kodowania dowolnej liczby naturalnej (catkowitej,
wigkszej od zera) za pomoca kodu o zmiennej dlugosci. Liczba
wykorzystanych bitéw powinna byé¢ proporcjonalna do kodowanej
wartosci (asymptotycznie ©(log, n)).

Zastosowanie

Czasami konieczne jest przestanie kilku liczb, ktorych wielkosé ciezko
oszacowal (wykorzystywane np. przez niektére odmiany LZ77 do
kodowania przesunieé).
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Wyrézniamy trzy rodzaje kodéw Eliasa (co najmniej trzy), rézniace sig
konstrukcja: v, d, w. Ogoélna idea jest nastepujaca:

o kodujemy zadana liczbe binarnie;

o ,doklejamy” informacje o dtugosci tak, by powstal kod
jednoznacznie dekodowalny.
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Kodowanie Eliasa

Kodowanie ~y

o kodowana liczba x jest zapisywana w kodzie binarnym,
e niech n oznacza liczbe cyfr znaczacych w zapisie binarnym,
e stowo sktada sie¢ z:

Q (n—1) bitéw o wartosci 0,

@ liczby x zapisanej binarnie.

Przyktad
Niech x = 1371p. Zatem x = 100010015, n = 8, a wynikowy kod to:

0000000 10001001 .
—_———— ———

7x0 x binarnie

Stowo kodowe ma w tym przypadku 15 bitéw.
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Kodowanie Eliasa

Kodowanie &

o liczba x jest zapisywana w kodzie binarnym,
@ niech n oznacza liczbe bitéw binarnej reprezentacji x,
@ liczbe n przedstawiamy w kodzie ~,
@ z binarnej reprezentacji liczby x usuwamy najbardziej znaczaca
cyfre,
e niech k oznacza liczbe bitéw znaczacych n,
o wynikowym kodem jest:
o k—1 zer,

e binarna reprezentacja liczby n,
e binarna reprezentacja liczby x z usunieta pierwsza jedynka.

Liczba bitéw reprezentacji to:

2log,([logy x])] — 1+ [logy x] — L.

nik—1 X
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Niech x = 1371g. Zatem x = 100010015, n = 8 = 1000,, a k = 4.
Wynikowy kod (niech x(_1) to x po usunigciu najbardziej znaczacej
jedynki) to:

000 10000001001 .
—~
3x0 n X(—1)
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Kodowanie Eliasa

Kodowanie w

Kodowanie
Algorytm wyglada nastepujaco (kolejne podstowa binarne dolaczamy
na poczatek powstajacego kodu):

@ zapisz bit 0 (znacznik konca),

Q k + x,

@ while k > 1:

@ zapisz dwbjkowo liczbe k,
@ nowe k, to liczba bitéw k z poprzedniego kroku, pomniejszona o 1.)

Liczba bitéw kodu wynosi (w kazdym kroku zapisujemy

ki = [log, ki—1] bitéw):
1 —+ Z kl'v
i=1

gdzie n jest liczba krokéw.
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Kodowanie Eliasa

Dekodowanie w

Dekodowanie
Q n+1,
© while ,kolejny bit nie ma wartosci 07:
O n < wartos¢ zapisana na kolejnych n+ 1 bitach,

Q@ x <+ n.

Przyktad kodowania
Niech x = 10910.

krok k | stowo binarne | liczba bitéw kod
1 0 1 0
2 | 109 1101101 7 11011010
3 6 110 3 11011011010
4 2 10 2 | 1011011011010
5 1

Marcin Gogolewski Kompresja danych DKDA (2)



2°f Length

n 10 100 1000
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Kodowanie Fibonacciego

Kody Fibonacciego

Liczby Fibonacciego
Liczby postaci: fp = =1, f,=f,_1+ f,_o dlan> 2.

Jedna z wlasnoéci liczb Fibonacciego

Kazda liczba catkowita dodatnia k moze by¢ przedstawiona
jednoznacznie jako: k = Zzl ajf;, gdzie a; jest rowne 0 lub 1.
Obserwacja: zawsze mozemy zapisac ten ciag w taki sposob, ze nie
wystapia obok siebie dwie jedynki!

Algorytm kodujacy
e znajdujemy wspotczynniki a;,
e zapisujemy w kolejnosci od najmniej znaczacego,

@ na koncu dopisujemy jedynke.

(na koncu zawsze wystapia dwie jedynkil)
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liczba | kod binarny liczba | kod binarny
1 11 7 01011
2 011 8 000011
3 0011 9 100011
4 1011 10 010011
5 00011 11 001011
6 10011 12 101011

Algorytm dekodowania i oszacowanie dlugosci kodu — do przemyélenia.J




Dla zrédta danych S generujacego ciag {Xi, ..., X,} nad alfabetem
A={1,2,..., m} entropie definiujemy jako:

H(S) = lim LG, | (1)

n—oo N

gdzie

G,,:—Z...ZPr[Xl:i1,...,X,,:i,,]|ogPr[X1=f1,---,Xn=in] :

=1 =1
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Entropia

Entropia pierwszego rzedu

Jezeli wszystkie elementy ciaggu maja identyczny i niezalezny rozktad,
to mozna pokazaé, ze:

Go=—n> Pr[X; = i]log Pr[X; = it] .
h=1
Wtedy wzor na entropie przyjmuje postac:
H(S) = Z PrX, = ii]log Pr[Xy = 1] . (2)
I1—1

Jezeli cheemy rozréznié powyzsze wartoscei (tzn. warunek o rozkladzie
i niezaleznodci nie jest spelniony), to entropie 2 nazywamy entropia
pierwszego rzedu zroédla, a 1 po prostu entropia zZréodia.
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Do stworzenia modelu wykorzystujemy wiedze¢ o fizycznych
wlasciwosciach Zrodta.

Problem: charakterystyka zrédla jest zwykle nieznana (lub zbyt
skomplikowana do bezposredniego wykorzystania).
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Modele probabilistyczne

Modele probabilistyczne

Najprostszy model

Zakladamy, ze kazda litera alfabetu wystepuje z jednakowym
prawdopodobienstwem.

Niezaleznosé, ale rézne prawdopodobienstwa

Kazdej literze przyporzadkowujemy pewne prawdopodobienstwo,
jednak (zakladamy) kolejne litery sa niezalezne od siebie (zalozenie

wykorzystywane przy kodowaniu Huffmana, arytmetycznym, ... ).
Kody moga by¢ bardzo efektywne, jezeli zalozenie jest rzeczywiscie
spelione.

Marcin Gogolewski Kompresja danych DKDA (2)



Puypommeme Kodowanie uniwersalne Modele Kodowanie Shannon-Fano Kody Tunstalla Kody Golomba
0000000000 O000@0000 OOO00O 0000 0000000000000 000

Model Markowa

Dyskretny tancuch Markowa — przypomnienie

Niech {x,} bedzie ciagiem obserwacji, jezeli:
Pr[Xn‘Xn—la Xn—2,.-- aXn—k] = PF[X,,|X,,_1, Xn—2y -+ Xn—k, - - ] >

to ciag ten spelnia model Markowa k-tego rzedu (wiedza o k ostatnich
elementach réwnowazna jest wiedzy o calosci procesu). Wartodci x;
nazywamy stanami procesu.

Najczesciej wykorzystujemy model pierwszego rzedu.
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Jezeli zalozymy, ze zaleznos$é jest liniowa, to mozemy przyjaé¢ model
w ktorym symbol generowany przez zrédlo jest zalezny od
poprzedniego:

Xp = PXp—1 + En -

Kodujemy wylacznie ciag {e1,...,e,} (i, by¢ moze, takze warto$é
poczatkowa xg).




Kodujemy obraz binarny. Nasz proces ma dwa stany S. (piksel czarny)
oraz Sp, piksel bialy (zaleznoéé nie jest liniowal).

Pr(c|c) # Pr(c|b) .

W tym przypadku entropia jest $rednia (wazona) entropii
w poszczegdlnych stanach:

i=1




e kompresja tekstu (algorytmy stownikowe)

e kompresja obrazu
e kompresja dzwigku (np. mowy)
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Model mieszany

Model mieszany

Problem w kompresji tekstu ciezko bezposrednio stosowaé model
Markowa ze wzgledu na ogromng liczbe stanéw.

Rozwiazanie model Markowa jest wykorzystywany tylko
w przypadkach o stosunkowo wysokim
prawdopodobienstwie, w pozostatych jest
wykorzystywany np. model probabilistyczny (przyktad:
algorytm PPM).
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Niech C bedzie kodem skladajacym sie z N stéw o dlugosciach
h, by ..., Iy. Jezeli C jest jednoznacznie dekodowalny, to

AN
KO =) 5 <L
i=1

Czy mozna skonstruowaé¢ optymalny kod przy podanych dtugosciach
stow?
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Kody Shannon-Fano

Niech symbole a; wystepuja odpowiednio z prawdopodobienstwami
pi-
Wezmy dlugosci kodéw [; = [— log p;].

Dtugosci /; spelniajg nieréwnosé Krafta-McMillana.

N

N 1 1 N
;E<Z2—'°gpi :;pizl.
= ] =

=1

Istnieje wigc kod prefiksowy o takich diugosciach.

tatwo zauwazy¢, ze srednia dtugosé tego kodu jest nie wieksza niz
entropia plus 1.
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Konstrukcja kodu o podanych dtugosciach

Niech/lglzg...él,\,.

Definiujemy pomocnicze wy, ws, ..., wy jako

j—1
-0 _ li—1;
wy = wj = 2
i=1

Binarna reprezentacja w; dla j > 1 zajmuje [log w;] bitéw.

Liczba bitéw w; jest mniejsza lub réwna /;. Dla w; to oczywiste.

j—1 j—1
og |24 < 1og [ 5724 -
i=1 i

=1

log w;

i
= fi+log [ 27" <
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Jezeli [log wj| = I;, to j-te stowo kodowe jest binarng reprezentacja w;.
Jezeli jest mniejsze ([logw;] < [;), to reprezentacje w; uzupeiniamy
odpowiednig liczba zer z lewej strony (kod liczby /; — [log w;]).
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Konstrukcja kodu o podanych dtugosciach

Czy to jest kod prefiksowy?
Zatézmy, ze c; jest prefiksem ¢, i j < k. Wtedy /; pierwszych bitéw
¢k tworzy cj, czyli w; = {2,':’—5,]}

ale wy = Zf;ll 2h—li,
Czyli

k—1 k—1
Wk o _ =t _ o i—h _
0 D2 =w )y 2=
i=1 i=j
= wi+204+ > 2w+t
i=j+1

Sprzeczne z zalozeniem, ze ¢; jest prefiksem cy.
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1111
3'4°46"
@ Odpowiednio dtugosci kodéw Shannon-Fano wynoszg 2,2, 2, 3.

o Wezmy a, b, ¢, d z prawdopodobienstwami

o Wyliczamy w, =0, wp, =1, we =2, wy = 6.
o Kody to odpowiednio

kod(a) = 00, kod(b) = 01,

kod(c) = 10, kod(d) = 110.



e propagacja bledéw (przeklamanie jednego bitu moze zniszczyé
cala transmisje)

e problemy z przetwarzaniem (gléwnie sprzetowym)

e pomyst: kody o stalej dlugosci kodujace zmienng liczbe symboli



o kazdy ciag wejsciowy powinien daé sie przeksztalci¢ na ciag
symboli z ksigzki kodowej

@ nalezy zmaksymalizowaé $rednia liczbe symboli (z pierwotnego
alfabetu) na stowo kodowe
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Algorytm Tunstalla

@ Chcemy stworzy¢ n-bitowy kod dla Zrédla generujacego symbole
z N-literowego alfabetu.

e Na poczatku ksiazka kodowa zawiera wszystkie litery alfabetu
zrodlowego.

o Usuwamy element o najwiekszym prawdopodobienstwie
i dodajemy wszystkie mozliwe pary postaci (element, litera
alfabetu). Zakladamy niezaleznosé zdarzen, zatem
prawdopodobiefistwa taczne sa iloczynami.

o Powtarzamy czynno$é¢ K razy, za kazdym razem zwickszajac
rozmiar stownika o N —1 (N + K(N — 1) <2").
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e pierwotny alfabet i prawdopodobienstwa wystapien
A(0,6), B(0,3), C(0,1)

@ po pierwszej iteracji
B(0,3), C(0,1), AA(0,36), AB(0,18), AC(0,06)

@ po drugiej iteracji — kody
B - 000, C - 001, AB - 010, AC — 011, AAA - 100, AAB - 101,
AAC - 110
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Problem i przyktad rozwigzania

Problem jak zakodowa¢ dowolna liczbe calkowita, przy zalozeniu,
ze im wieksza liczba, tym mniejsze prawdopodobienstwo
jej wystapienia?

Przyklad rozwigzania dla Pr[k] = 3 (nieskoficzony alfabet):

kod unarny (k jedynek zakoficzone zerem — np. 4 —
11110).

Obserwacja dla powyzszego modelu kod ten jest réwnowazny
z kodem Huffman’a (a zatem optymalny!).
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e rodzina kodéw sparametryzowana liczba catkowita m > 0

o kazda liczba n zapisywana jest za pomoca pary liczb q i r

e g = || (zapisywana za pomocg kodu unarnego)

e r =n— q- m (zapisywana za pomoca |log, m| lub [log, m]| bitéw)
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Kod Golomba — przyktad dla m =5

n g r Slowokodowe n g r Slowokodowe
0 0 0 000 8§ 1 3 10110

1 0 1 001 9 1 4 10111

2 0 2 010 100 2 0 11000

3 0 3 0110 11 2 1 11001

4 0 4 0111 12 2 2 11010

5 1 0 1000 13 2 3 110110

6 1 1 1001 14 2 4 110111

7 1 2 1010 15 3 0 111000
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o Aby wykonaé¢ kodowanie Huffmana musimy znaé
prawdopodobienstwa (czesto$é wystepowania) liter.

o Co zrobié¢, gdy dane naptywaja na biezaco i nie znamy statystyk?
o Kodowac¢ k + 1 symbol na podstawie statystyk k symboli.
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Dynamiczne kodowanie Huffmana

Przygotowania (%)

o Dla alfabetu wejsciowego mamy kodowanie stalej dlugosci
(pomocnicze).

o Dla kodu Huffmana tworzymy na biezaco jego drzewo
o nastepujacych wlasnosciach:

e Kazdy lis¢ odpowiada symbolowi i zawiera wage — liczbe
dotychczasowych wystapien.

e Wierzchotki wewnetrzne maja wage bedaca suma wag lisci
z poddrzew.

e Kazdy wierzchotek drzewa ma unikalny numer x;. Numery te
tworza porzadek zgodny z wagami wierzcholtkéw (wigksza waga to
wigkszy numer wierzchotka). Dodatkowo rodzenstwo ma zawsze
dwa kolejne numery.

o Na poczatku drzewo zawiera jeden wierzchotek o wadze 0
i etykiecie NYT oznaczajacej, ze symbol nie byl jeszcze przesylany.
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Dynamiczne kodowanie Huffmana

Opis algorytmu

Pierwsze wystapienie symbolu a
e Wiyslij kod NYT i kod statej dtugosci dla nowego symbolu.
o Stary NYT podziel na dwa wierzchotki potomne — nowy NYT
ilis¢ a, nadaj a wage 1. Nadaj im odpowiednie numery.
e Zmodyfikuj drzewo dodajac 1 do wierzchotkéw wewnetrznych na

$ciezce od a do korzenia i przebudowujac drzewo tak, aby bylo
zgodne z warunkami z (x).
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Kolejne wystapienie symbolu a

e Znajdz lis¢ a i wyslij odpowiadajacy mu kod.
o Zwieksz wage a o 1.

e Zmodyfikuj drzewo dodajac 1 do wierzchotkéw wewnetrznych na
$ciezce od a do korzenia i przebudowujac drzewo tak, aby bylo
zgodne z warunkami z (x).
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Dynamiczne kodowanie Huffmana

Modyfikacja drzewa

@ Zbiér wierzcholtkow o tej samej wadze nazywamy blokiem.

o Jedli pierwszy wierzchotek od dolu nie ma najwiekszego numeru w
swoim bloku to zamieniamy go z tym o najwickszym numerze
odpowiednio przebudowujac drzewo z zachowaniem wtasnosci.
Nastepnie aktualizujemy wage i patrzymy dalej rekurencyjnie.

o Konczymy jak dojdziemy do korzenia.
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e Mamy cztery litery z 26 (zatem w drzewie maksymalnie 51
wierzchotkéw).

a | d | r | v
00001 | 00100 | 10010 | 10110
@ Drzewo poczatkowo wyglada tak

NYT[ 0 ]
51




1

5
NYT[ 0 | NYT[ 0 | a
51

49 50

e Pojawia sig litera a.
o Wysylamy kod NYT (¢) i staly kod a: 00001.
e Modyfikujemy drzewo.




51 51
NYT| 0 | a NYT | 0 | a

49 50 49 50

o Pojawia si¢ druga litera a.
o Wysylamy kod a: 1 (z drzewa lewe krawedzie to 0, a prawe to 1).

e Modyfikujemy drzewo.




(2)

1

5
wi[o]  [2]a

49 50

e Pojawia sie litera r.
o Wysylamy kod NYT (0) i staly kod r: 010010.
e Modyfikujemy drzewo.




e Pojawia sie litera d.
o Wysylamy kod NYT (00) i staly kod d: 0000100.
o Modyfikujemy drzewo.



o Pojawia sie litera v.
o Wysytamy kod NYT (000) i staty kod v: 00010110.



e Modyfikujemy drzewo (zamieniamy poddrzewa):




o Modyfikujemy drzewo (zamieniamy poddrzewa):
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